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N加(c;T1, 乃）、 N如 (c;T1, 乃）をそれぞれ
N1(s)(T1, T2) := #{p; f(s)の零点 IT1 < S'(p) < T:叶
Nlrs)(c; T1, 乃）：= #{p; f(s)の零点 IT1 < S'(p) < T2, 和(s)> c} 




T T T 
Nc;(s)(O, T) = -log--- + O(logT) 
21r 21r 21r 
この類似として Berndt[l]はK階導関数の零点の個数を評価した。 (k2-1) 
T T T 
Nく(k)(s)(O,T) = 
21r 






2K Tく凸 (/J(k)D 
= kUloglog {;-Ulog (l言k+ 0 (r~:T) + 0 (logT) 
ただし O<U<Tかつ k2-1とし、 p(k)= j3(k) + i"(k)はく(k)(s)の零点
を表している。 LevinsonとMontgomery[9]は更にほとんどの零点が臨界線
剛=1/2付近にあることも示した。
N0的(s)(1 + 8;0, T) + N(<kl(s) (1-8; 0, T) = 0 (Tlog)ogT) 
これは8> Oについて一様に評価されており、特に 8= (log log T)勺logT
ととれば











Nく(,)_.(l,T)~1: log:-:+ O(logT) (a# 1) 
21r 






く(s)-a= (1-a)+ —+—+··· 2s 3s 
とディリクレ級数で書けるが、 a=lの場合には
1 1 
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の3人はくUl(s)の線形和J(s)= co((s) + c1('(s) +・ ・ ・+ ck((kl(s)の零点を
調べて次を得た。
T T T 
Nf(s) (0, T) = 
21r 
-log —-—+ O(logT) 
2汀 21r
ただし Co,.. , CkE股であり Co,Ckヂ0と仮定している。また中村 [10]は
くUl(s)の多項式P(s)について普遍性定理を用いて調べ、任意の 1/2<び1< 
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び2< 1 に対して定数 C が存在して P(s) はび1 く ~(s) <び2と0< 8'(s) < T 
を満たす範囲に CT個以上零点を持つことを示している。
Levinson[8]により臨界線付近のa点の状況も調べられている。
Nい(1+ 8;T, T + U) + Ncts)-a (}-8;T, T + U) = 0 (Ulog)ogT) 
ただし T1/2:; U :;T、8= (log log T)勺logT、aE (Cである。 Levinsonは
8 = (log log T)2 / log Tの場合の証明を与えているが、同様に一般の8> 0に
対しても一様に評価できると述べている。著者 [1]はこの結果についても
導閲数の a点に一般化しており次の式を得ている。
N;k)(s)-a (1+ 8;T, T + U) + N, く(k)(s)-a 且— 8;T, T + U) = 0 (Ulog)ogT) 
ただし 8= (log log T)勺logTかつT°'::;U::; T(a > 1/2)である。
ここまでは零点やa点の分布についてまとめてきた。次に零点や a点に
関する和の話をする。 x>lに対し Landau[6]は次の和の漸近式を示した。










五丑=(0:(x) -xA (})) {; + O(r½+0) 
ただし X-/= 1は正の数であり、 a(x)は次の級数の係数により定義する。
ぐ(s)
((s) -a L dE2-nN (nEN)
a(d) 
dB 
a # 1のときにはxが整数でなければa(x)= 0となる。 a=lの場合、状況






























（口い）l+l (log not+1(log n1・ -logn1)k+ O(logT) (a= 0) 
ただし k2: 1、aE C、x>lである。 T/21rの後に複雑な和があるが、これ
は次の級数の係数a(x)を具体的に書き表したものである。
く(k+l)(s)








今回の主結果は((s),('(s), .. , ((kl(s)の多項式に関するものである。 k,ME
N、dzjE NU {O}、CjE (C ¥ {0}としたとき、多項式によりできる関数F(s)
を次で定義する。
M 


















: ~max { L ld1 deg, ((1°l(s)'"'---(('l(s)口 ~deg, (F(s)), IさjさM}
l=O 
これは次のようにも書き換えられる。
deg, (F(s))~max {言 ldり芦化 ~deg, (F(s)), I S j SM} 
例えば単項の場合には次のように微分階数の重み付き次数となっている。
k 






J ,~{ j E [!, M] deg, (((Ol(s)'°'... <(kl(s)d•;)~deg, (F(s))' 
deg, ((Ol(s)"'・ ・ ·(('l(s臼） ~deg,(F(s)) } 




{sEC I a::S:E1F,ls+2nl 2:c (nEN)}U{sEC I a2:E2F} 
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次の結果は実軸付近の零点に関する結果である。 Cn,c:を
Cn,c: := {s EC I Is+ 2nl < c} 
により定める。
Theorem 2.2. F(s)は条件 (2.1)を満たすとする。任意の c> 0に対して




F(s) =ど四ns (T/叶#0) 
n=np 
これはF(s)をディリクレ表示したときの初項を表している。
Theorem 2.3. F(s)は条件 (2.1)を満たすとする。十分大きいTに対して
次式が成り立つ。
deg1(F(s))T T T 
NF(s)(l, T) = log -- lognp + O(logT) 
21r 21re 21r 
この結果は零点の個数を評価したものである。次に臨界線と F(s)の零
点との関係を見る。
Theorem 2.4. F(s)は条件 (2.1)を満たすとする。十分大きい TとT°'さ
UさT(a> 1/2)に対して次式が成り立つ。
27f T<7~T+U (/3p -t) 
区沢JCj U 
= deg2(F(s))UloglogT + Ulog 尻/n~2 + O CogT) 
Theorem 2.5. F(s)は条件 (2.1)を満たすとする。十分大きい Tとraさ
U :ST(a > 1/2)に対して次式がぶ>0に関して一様に成り立つ。
N芦(s)(~+ 8; T, T + U) + Ni(s) じ— 8;T, T + U) = 0 (Ulog)ogT) 
定理2.4より deg2(F(s))が正の場合にはF(s)の零点は臨界線の右側に多
く存在していそうだと推測できる。一方、 deg2(F(s))= 0の場合には、零








Theorem 2.6. F(s)は条件 (2.1)を満たすとする。実数 X > 1と十分大き
いTに対して次式が成り立つ。















して、領域{s E (C I a > c, Is -(2n -1) I 2:E (n E N)}内で次式が成り立つ。
F(l -s) 
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